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m.in. dzieki Galileuszowi, ktéry uzywat liczb ujemnych do zaznaczania wektoréw
o przeciwnych znakach.

Liczby catkowite — szkolne poczatki

Opisze swoje doswiadczenie zwigzane z liczbami ujemnymi: w czasie lekgji (klasa V)
o odejmowaniu utamkéw zwyktych zaproponowatem klasie ,odliczanke”. Wystarto-
waliémy z liczbg 5, od ktérej nalezato odjg¢ 2/3, nastepnie od otrzymanego wyniku
tez odejmowano 2/3 itd. Na kolejnym etapie pojawita sie liczha 1-2/3=1/3,
a nastepnie 1/3—2/3 .. L tutaj, ku mojemu zaskoczeniu, uczei podat bezbtedna
odpowiedz —1/3, kolejny uczen bez wahania powiedziat —1. Liczby catkowite
pojawiajg sie w V, VI klasie, ale jak widac juz w IV klasie dzieci nie maja z nimi
ktopotu. Oczywiscie liczby ujemne dla uczniéw nie sa zupetng nowoscig, znajq je na
przyktad z prognoz pogody, widza termometry z ujemnymi temperaturami, zauwazajg,
ze niekiedy w windach pietra pod ziemia oznaczone sg liczbami ujemnymi. Waznym
narzedziem przy wprowadzaniu liczb catkowitych jest os liczbowa, a poprzez ana-
logie do termometru warto, aby na poczatku uczniowie rysowali takze pionowe osie
liczbowe. Pamietajmy o kilku bardzo dobrych modelach liczb catkowitych:

e zapisywanie liczb ujemnych i liczb dodatnich (przynajmniej na poczatku) z ma-
tymi znaczkami: ~3, *3, lub uzywanie nawiasow;

e kojarzenie liczb dodatnich z zyskiem, ujemnych z dtugiem;

e wektorowa reprezentacja: plus jeden to —, minus jeden to <, a zatem na
przyktad —4 to «—¢—<«—«—.

W [MPM] mozna znalez¢ skany fragmentéw podrecznikéw z wprowadzeniem liczb
ujemnych.

Liczby catkowite — matematyczna definicja

Liczby catkowite ,otrzymuije sie” z liczb naturalnych, wprowadzajac w N x N relacje
réwnowaznosci:
(m,n)~(c,d)<:>m+d=c+n.

Klasy abstrakcjt to liczby catkowite. Spéjrzmy na przyktad na klase abstrakcji
elementu (1,2), ktéra oznaczamy jako —1: [(12)] ={(0,),(12),(2,3)....}. Wiecej infor-
macji na ten temat czytelnik znajdzie w [MPM]; korzystajac z powyzsze] definicji,
definiuje sie dodawanie i mnozenie liczb catkowitych.
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Dziatania na liczbach catkowitych
Dodawanie liczb catkowitych w szkole jest podzielone na dwa etapy:

e dodawanie liczby dodatniej i liczby ujemne;j,

e dodawanie dwdch liczb ujemnych.

Mozna tutaj zastosowad model z zyskiem i dtugiem. Warto tez skomentowac do-
danie zera do liczby catkowitej — zapytajmy ucznidw o uzasadnienie, ze dodanie
zera nie zmienia wyniku.

Odejmowanie liczb catkowitych tez warto podzieli¢ na etapy:

e odejmowanie liczby dodatniej,

e odejmowanie liczby ujemne;j.

Do wyjasnienia regut odejmowania mozna skorzystac z osi liczbowej; w przypad-
ku odejmowania liczby dodatniej to racjonalne, bo na przyktad (—2) -4 oznacza
liczbe mniejsza od (=2) o 4, wiec przesuniecie z punktu (—=2) o 4 w lewo jest
zrozumiate. Nieco trudniej wyjasni¢, dlaczego w dziataniu (=2) — (—4) przesuwamy
sie po osi 0 4 jednostki w prawo. Dlaczego w prawo? Mozna argumentowad tak:
skoro odjecie (—4) przesunie nas do pewnego punktu, to odjecie 4 spowoduje, ze
wrocimy do wyjsciowego punktu (—2), a zatem (—2) —(—4)=2. Patrzac na oba
rozpatrzone przypadki odejmowania, konstatujemy, ze zamiast odejmowa¢ liczbe,
mozemy dodawa¢ liczbe do niej przeciwng. Na zakoriczenie warto jeszcze zapytac
o odejmowanie liczby 0.

Przyjrzyjmy sie na koniec tego podrozdziatu problemowi mnozenia liczb catkowi-
tych. Rozpatruje sie dwa przypadki:

e mnozenie liczby catkowitej dodatniej przez liczbe ujemna,

e mnozenie dwdch liczb ujemnych.

Pierwszy przypadek jest tatwy, skorzystamy z faktu, ze mnozenie przez liczbe

naturalng mozemy zastapi¢ dodawaniem tych samych sktadnikéw, na przyktad

3.-2)=(-2)+ (-2 +(-2)=—6.





